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Zadanie 28. Dany jest szescian ABCDEFGH (zobacz rysunek) o krawedzi réwnej 1.
Punkt S jest érodkiem krawedzi DH. Odcinek DW jest wysokoscia ostrostupa AC'SD
opuszczona z wierzchotka D na Sciang AC'S. Oblicz dlugosci odcinkéow AW, CW i SW.
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Na poczatku przypomnijmy kilka poje¢ i twierdzen geometrii przestrzennej. Przypu-
s¢my, ze prosta BC przebija plaszczyzne P w punkcie A. Mowimy, ze prosta BC' jest
prostopadia do ptaszczyzny P, jesli jest prostopadta do kazdej prostej lezacej na tej
plaszczyznie i przechodzacej przez punkt A.

Twierdzenie 1. Przypu$émy, ze prosta BC' przebija ptaszczyzne P w punkcie A oraz
AB = AC'. Przypusémy nastepnie, ze punkty wspotliniowe K, L i M leza na plaszczyznie
P oraz prosta BC' jest prostopadla do prostych AK i AL. Wéwczas prosta BC' jest
prostopadta do prostej AM.

Dowdéd. Polaczmy punkty B i C' z punktami K, L i M (zobacz rysunek).

Wowczas tréjkaty ABK i ACK sa przystajace na podstawie cechy przystawania BKB
(maja wspélny bok AK, réwne boki AB i AC oraz réwne katy proste BAK i CAK).
Zatem BK = C'K. Podobnie trojkaty ABL i AC'L sa przystajace, a wiec BL = C'L. Stad
wynika, ze tréjkaty BK L i CKL sa przystajace na podstawie cechy przystawania BBB.
Zatem A BKM = LCK M. Teraz zauwazamy, ze trojkaty BKM i CK M sa przystajace
na podstawie cechy przystawania BKB. A wiec BM = CM. Wreszcie stad wynika, ze
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trojkaty BAM i CAM sa przystajace (na podstawie cechy przystawania BBB). Zatem
£BAM = £C AM. Poniewaz sa to katy przylegle, wiec sa proste. Udowodnilismy zatem,
ze proste BC' i AM sg prostopadte. To konczy dowdd.

Zauwazmy nastepnie, ze jesli prosta BC' jest prostopadla do plaszczyzny P, to jest
prostopadia do kazdej prostej lezacej na tej plaszczyznie. Nie jest wiec konieczne, by
prosta lezaca na plaszczyznie P przechodzita przez punkt A. Na ponizszym rysunku
prosta BC' jest prostopadia do prostej AL, za$ prosta AL i KM sa rownolegle. Zatem
prosta BC' jest prostopadla do prostej K M.

Twierdzenie 1 moze by¢ zatem sformutowane nieco ogdélniej:

Twierdzenie 2. Przypusémy, ze prosta BC' przebija plaszczyzne P oraz jest prosto-
padta do dwdch nieréwnoleglych prostych lezacych na ptaszczyznie P. Wéwcezas prosta
BC jest prostopadta do ptaszczyzny P.

Udowodnimy nastepnie tzw. twierdzenie o trzech prostopadtych.

Twierdzenie 3. Przypusémy, ze prosta BC przebija plaszczyzne P w punkcie A. Za-
t6zmy nastepnie, ze prosta BC nie jest prostopadla do ptaszczyzny P. Niech punkt K
bedzie rzutem prostokatnym punktu B na plaszczyzne P; zatem prosta AK jest rzutem
prostej BC' na ptaszczyzne P. Niech wreszcie punkt M lezy na plaszczyznie P. Wowczas
prosta AM jest prostopadla do prostej BC' wtedy i tylko wtedy, gdy jest prostopadia
do prostej AK.

Dowdéd. Zauwazmy najpierw, ze prosta BK jest prostopadla do plaszczyzny P, a wiec
w szczegllnoscei jest prostopadla do prostej AM (zobacz rysunek).
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Zal6zmy teraz, ze proste BC' i AM sa prostopadte. Wowczas prosta AM jest prostopa-
dla do dwoch nieréwnoleglych prostych lezacych na ptaszczyznie ABK, mianowicie do
prostych BC'i BK. Zatem jest prostopadta do prostej AK. Odwrotnie, jesli prosta AM
jest prostopadla do prostej AK, to jest prostopadla do nieréwnoleglych prostych AK
i BK. Jest zatem prostopadia do plaszczyzny ABK, a wiec w szczegdlnoéci do prostej
BC'. To konczy dowod.

W rozwiazaniu zadania 28 skorzystamy z nastepujacego twierdzenia.

Twierdzenie 4. Przypusémy, ze dany jest prostopadloscian ABCDEFGH (zobacz
rysunek). Przypusémy nastepnie, ze z wierzchotka D prowadzimy wysoko$¢ DW ostro-

stupa ACHD (opuszczona na podstawe ACH). Woéwczas punkt W jest ortocentrum
tréjkata ACH.
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Dowdd. Poprowadzmy z wierzchotka H wysokosé H P trojkata AC'H. Polaczmy punkt
P z punktem D i nastepnie poprowadzmy z wierzchotka D wysoko$¢ DV tréjkata DPH
(zobacz rysunek).
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Prosta DP jest rzutem prostokatnym prostej HP na plaszczyzne podstawy dolnej
ABCD prostopadlo$cianu. Ponadto proste HP i AC' sa prostopadle. Zatem z twier-
dzenia o trzech prostopadtych proste DP i AC tez sa prostopadte (czyli ze odcinek DP
jest wysoko$cia trojkata AC'D). Stad wynika, ze prosta AC jest prostopadta do ptasz-
czyzny DPH; w szczegélnosci jest prostopadia do prostej DV. To znaczy, ze prosta
DV jest prostopadta do nieréwnoleglych prostych AC i HP lezacych na plaszczyznie
ACH, a wiec jest prostopadta do tej ptaszczyzny. To dowodzi, ze punkt V' pokrywa sie
z punktem W, a wiec punkt W lezy na wysokosci HP tréjkata ACH. W analogiczny

sposéb dowodzimy, ze punkt W lezy na pozostatych dwéch wysokosciach, a wiec jest
ortocentrum tréjkata ACH.
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Teraz rozwiazemy zadanie ogdlniejsze od zadania 28.

Zadanie 28a. Dany jest prostopadtoscian ABCDEFGH (zobacz rysunek) o nastepu-
jacych dtugosciach krawedzi:

AB=CD =a, AD=BC=b oraz

AE = DH =c.
Odcinek DW jest wysokosScig ostrostupa AC'SD opuszczona z wierzchotka D na $ciane
ACS. Oblicz dtugosci odcinkéw AW, CW i SW.

P
A

Rozwiazanie. Zaczniemy od obliczenia dlugosci bokéw trojkata ACH. Korzystajac
trzykrotnie z twierdzenia Pitagorasa, otrzymujemy:
AC =+/a? + 12,

AH = /b2 +c2 oraz CH = +/a? + c2.

Nastepnie obliczamy dlugosé¢ odcinka DP. Przypomnijmy sobie, ze ten odcinek jest

wysokoscig trojkata prostokatnego AC'D. Dlugo$é tego odcinka mozemy tatwo obliczy¢,
obliczajac dwoma sposobami pole trojkata AC'D. Mamy wiec

L ac.pp=L.ap.cp.
2 2
skad

AD-CD
DP — C _ ab

AC Va2 + b2
7 twierdzenia Pitagorasa dla tréjkata H D P dostajemy teraz

HP2 _ DP2 + DH2 _ a2b2 + C2 _ a2b2 + a202 + b262
a? + b2
czyli

a2 + b2 ’

Hp — \/CL2b2 + a2c? + b2c2

Va2 +b?
Teraz mozemy obliczy¢ dtugo$é¢ odcinka DW. W tym celu obliczamy dwoma sposobami
pole trojkata prostokatnego HDP. Mamy zatem

1 1
—-HP-DW =—--DP-DH,
2 2
CENTRALNA o spie
5 KAPITAL LUDZKI KOMISJA IBE entuzjasci
NARODOWA STRATEGIA SPOINOSCI EGZAMINACYJNA

UNIA EUROPEJSKA
edukacji

* *
EUROPEJSKI * *
FUNDUSZ SPOLECZNY

* ok

**x



W. Guzicki — Zadanie 28 z Informatora Maturalnego — poziom rozszerzony )

czyli

Va2b? + a2 + b2c2 DW ab
. = — . c
Va1 b2 Va1 b2

Stad otrzymujemy
abc

Va2b? + a2 + 2c2

Wreszcie mozemy obliczyé¢ dlugo$é odcinka HW. Mianowicie znow korzystamy z twier-
dzenia Pitagorasa, tym razem dla tréjkata HW D. Mamy wigc

DW =

W — DE? — D — & 222 2(a2b? + a2 + B2c2) — a2h2c?

= — = Cc — = =
W22 1 a2c2 1 b2c2 a2b2 + a2¢2 & b2

a?b?c® + a’ct + vt — a?b?c? a?ct+ b2t AP+ V)

a2b? + a2¢2 + b2 T 202 + a2 + 022 a2b? + a2c2 + b2’

czyli
02 /a2 + b2
VaZb? + a2¢2 + b2¢2
Otrzymany wzor mozemy zapisa¢ w innej postaci. W tym celu najpierw obliczymy pole
trojkata ACH, obliczajac dwoma sposobami objeto$¢ ostrostupa ACDH.

HW =

1 1 1 1

Stad otrzymujemy
abc 1
PAC . = = 'abc,
H Va2b? + a22 + 022 2

czyli

1
Pacy = 3 \/a2b2 + a2c? + b2c2.

Inaczej méwiac,

\/a2b2 +a?c? +b2c2 =2 - Pacy.

Mamy zatem
c? - AC

HWVW = ——.
2-PacH

Teraz zauwazmy, ze
2¢? = (a® + ) + (b* + ) — (a®> + b*) = CH?* + AH? — AC?,
skad ostatecznie dostajemy

_ 2 2 A2
g _ AC - (CH? + AH? - AC?)
4-PacH

CENTRALNA iasci UNIAEUROPEJSKA [RRNCEEN
KAPITAL LUDZKI KOMISJA IBE 2 &waad el
NARODOWA STRATEGIA SPOINOSCI EGZAMINACYJNA edukacji FUNDUSZ SPOLECZNY ok



W. Guzicki — Zadanie 28 z Informatora Maturalnego — poziom rozszerzony 6

Dhugosé odcinka HW zostala wyrazona za pomoca dhugosci bokéw trojkata ACH i pola
tego tréjkata. Zamieniajac w otrzymanym wzorze kolejnos¢ wierzchotkow, otrzymujemy
analogiczne wzory na dtugosci odcinkow AW i CW:

CH - (AC? + AH? — CH?)

AW = :
4-PacH
AH - 2 2 2
— (AC? 4+ CH® — AH?)
4- PacH

Dtugosci odcinkéw AW, CW i HW mozemy takze wyrazi¢ za pomoca dlugosci krawedzi
a, b i c prostopadloscianu:

PVE T E

AW = ,
V@22 + @2 1 b2

ow - VB
VaZb? +a2¢? 4+ b2’

HW Al

© Va2b? £ a2c2 + b2c2

To koniczy rozwiazanie zadania.

Rozwiazanie zadania 28 otrzymujemy podstawiajac a = b = 1 oraz ¢ = % Mamy
wowczas

5
a’> +b°> =2 oraz a2+02:bQ+02:Z.

Ponadto

1 1 3

272 2 2 2 2
b P2 =1+ -4 - =2,
a“b* +a“c“ + b°c +4—|— 5

Stad dostajemy

Vi BE VB
AW:CW:\@— N R
1B VBB 3

HW = % = W3 =5

Interesujace jest to, ze istnieje wiele trdjek liczb catkowitych (a, b, ¢) takich, ze liczba
a’b? + a?c? + b2c? jest kwadratem. W dodatku na koncu tego tekstu znajduje sie lista
wszystkich takich tréjek (a, b, ¢), spelniajacych dwa warunki:

e 1 <a<b<c<10,

e liczby a, b i ¢ nie majg wspdlnego dzielnika wiekszego od 1.

Wezmy z tej listy jedna taka tréjke i zobaczmy, jak wyglada rozwiazanie odpowiedniego
zadania.

* %

CENTRALNA jasci UNIAEUROPEJSKA [IENCLEN
E KAPITAL LUDZKI KOMISJA IBE 7 &waad tors I
NARODOWA STRATEGIA SPOINOSCI EGZAMINACYJNA )l FUNDUSZ SPOLECZNY * 4k



W. Guzicki — Zadanie 28 z Informatora Maturalnego — poziom rozszerzony

7
Zadanie 28b. Dany jest prostopadtoécian ABCDEFGH (zobacz rysunek) o nastepu-
jacych dtugosciach krawedzi:

a=AB=CD =4, b=AD=BC =3 oraz

c=AF=DH = 1.
Odcinek DW jest wysokoécia ostrostupa ACH D opuszczona z wierzchotka D na $ciane
ACH. Oblicz dtugosci odcinkow AW, CW i HW.
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Rozwigzanie. Najpierw obliczamy

a?b®> +a? + b =169+ 16 +9 = 169 = 13°.
Zatem
OW — a’vV/b? + 2 ~16v/10
Va2b? + a2c2 + b2¢2 13 7
AW — b%>va? + c? _9VIT
Va2bh? + a2c? + b2c2 13 7’
2 /2 2
HW = Cvethy 5
Vazb? +a2c? +b2c2 13
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Dodatek.
Lista wszystkich tréjek liczb catkowitych (a, b, ¢), spelniajacych trzy warunki:

e liczba a?b? + a?c? + b?c? jest kwadratem liczby catkowitej,
e 1 <a<b<c<10,
e liczby a, b i ¢ nie majg wspdlnego dzielnika wiekszego od 1.

Va2b? + a2c2 + b2c2
3
7
18
13
21
31
43
57
73
91
19
33
39
67
37
49
79
61
63
7
93
102
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