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Prébna matura rozszerzona (jesienn 2014 r.)
Zadanie 18 — kilka innych rozwigzan

Wojciech Guzicki

Zadanie 18. Okno na poddaszu ma mieé¢ ksztalt trapezu réwnoramiennego, ktérego
krotsza podstawa i ramiona maja dtugosé po 4 dm. Oblicz, jaka dlugo$é powinna mieé
dtuzsza podstawa tego trapezu, aby do pomieszczenia wpadato przez to okno jak naj-
wiecej Swiatta, czyli aby pole powierzchni okna bylto najwieksze. Oblicz to pole.

Rozwigzanie. Sposéb 1. Rozwazamy trapez rownoramienny ABCD, w ktérym krét-
sza podstawa C'D oraz ramiona AD i BC maja dlugos¢ 4. Naszym celem jest znalezienie
takiej dtugosci dtuzszej podstawy AB, dla ktorej pole trapezu ABCD jest najwicksze.
Niech punkty E i F' beda odpowiednio rzutami wierzchotkéw D i C' na podstawe AB.
Oczywiscie odcinki AF i F'B maja te sama dtugosé. Przyjmijmy AE = BF = z. Po-
nadto EF = C'D = 4. Niech wreszcie a = £ BAD. Oczywiécie a € (0, 5).

D C

e}
A x E F x B

Pole trapezu ABC'D jest rowne

AB+CD . DE — (2x +4)+4
2 2
= (4+4cosa)-4sina = 16(1 + cos «) sin a.

Papep = ch=(x+4)-h=
Rozwazmy nastepujaca funkcje zmiennej rzeczywistej x:
f(z) = (14 cosz)sinz
okreslong dla = € (0, §). Woweczas
f'(z) = —sin®x + (1 + cosz) cosx = —(1 — cos® x) + cosx + cos’ z =
=2cos?x 4+ cosx — 1 = (2cosz — 1)(cosz + 1).

Oczywiscie w rozwazanym przedziale mamy cos x+1 > 0. Zatem f'(z) = 0 wtedy i tylko
wtedy, gdy cosz = % czyli gdy x = %. Nietrudno takze stwierdzi¢, ze w przedziale (0, )
funkcja f jest rosnaca, a w przedziale (%, 5) jest malejaca. teraz juz tatwo obliczamy
dtugoéé¢ podstawy AB, dla ktérej pole trapezu jest najwieksze:

AB:4+2x:4+800sg:1+8-—:8.
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To pole jest wtedy réwne

4
8%-1126-48111%:12\/3

Rozwigzanie. Sposéb II. Rozwazamy trapez réwnoramienny ABC D, w ktorym krot-
sza podstawa C'D oraz ramiona AD i BC majg dtugosé¢ 4. Naszym celem jest znalezienie
takiej dtugosci dtuzszej podstawy AB, dla ktorej pole trapezu ABC D jest najwieksze.
Niech punkty E i F' beda odpowiednio rzutami wierzchotkéw D i C' na podstawe AB.
Oczywiscie odcinki AE i F'B maja te sama dlugosé. Przyjmijmy AE = BF = x. Oczy-
wiscie x € (0,4). Ponadto EF = CD = 4.

D C

A x E F T B

Pole trapezu ABCD jest réwne

AB+CD 2 4)+4
PABC’D:+'DE:%-\/4Q—£C2:($+4)‘\/(4—x>(4+x>:

— @+ 4G - a).

Rozwazamy nastepujace liczby rzeczywiste (nietrudno zauwazyé, ze sa one dodatnie dla
x z przedziatu (0,4)):

ar=ay=a3=x+4 oraz a4 =12 — 3x.

Woéwezas pole trapezu jest réwne

lai1a2a3a 1
P = % = ﬁ . /a1a2a/3a4'

Z nieréwnosci miedzy Srednia arytmetyczna i geometryczng dla czterech liczb dodatnich
dostajemy nieréwnos¢:

3- 4 12 -3 24
Vaiazazay < a1+a21—a3+a4 = ( + >I( z) :ZZG.

Zatem

v/ a1a2a304 S 62 = 36,
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czyli

1 36 36V3
P=— " .\/aja0a3a <—:—:12\/§.
\/5\/1234_\/3 3

Roéwnosé zachodzi dla x takiego, ze a1 = as = asz = a4, czyli dla x = 2. Mozna tez
sprawdzi¢ bezposrednio, ze dla x = 2 mamy

Pagep = (2+4)-1/42 — 22 = 61/12 = 12V/3.

Zatem najwigksze pole ma trapez ABCD, w ktérym AB = 8 i to pole jest réwne
Papcep = 12V/3.

Rozwigzanie. Spos6b III. Traktujemy trapez jako potowe szeSciokata, powstalego
przez doklejenie do naszego trapezu jego odbicia symetrycznego wzgledem prostej AB.
Otrzymany szes$ciokat ma obwod rowny 24. Z twierdzenia izoperymetrycznego Zenodora
wynika, ze sposréd szesciokatéw o obwodzie 24 najwieksze pole ma szesciokat foremny
o boku 4. Zatem najwieksze pole ma trapez bedacy potowa szeéciokata foremnego, a wiec
taki, w ktérym AB = 8. To konczy dowdd.

Popatrzmy teraz na modyfikacje zadania 18.

Zadanie 18a. Okno na poddaszu ma mie¢ ksztalt trapezu rownoramiennego, ktérego
krotsza podstawa ma dlugo$é¢ 7 dm i kazde z ramion ma dlugo$é¢ 3 dm. Oblicz, jaka
dtugo$é powinna mieé¢ dtuzsza podstawa tego trapezu, aby do pomieszczenia wpadato
przez to okno jak najwiecej Swiatta, czyli aby pole powierzchni okna bylo najwigksze.
Oblicz to pole.

Rozwigzanie. Sposéb 1. Rozwazamy trapez ABC D, w ktérym krotsza podstawa C'D
ma dlugo$¢ 7 oraz ramiona AD i BC maja dtugo$é¢ 3. Naszym celem jest znalezienie
takiej dtugosci dtuzszej podstawy AB, dla ktorej pole trapezu ABC D jest najwieksze.
Niech punkty E i F' beda odpowiednio rzutami wierzchotkéw D i C' na podstawe AB.
Oczywiscie odcinki AE i F'B maja te¢ sama dlugo$é. Przyjmijmy AF = EFF = .
Ponadto EF = CD = 7. Oczywiscie z € (0, 3).

D C

A T g F T B

Pole trapezu ABC'D jest rowne

AB +CD 2
%C-DE:%

:(x+7)-\/32—:v2:($+7)\/(3+x)(3—x):\/(x+7)2(x+3)(3—x).

Rozwazmy nastepujaca funkcje zmiennej rzeczywistej x:

Papcp = ch=(x+7)-h=

fl@)=(z+7)*(x+3)(3—z) = —z" — 142 — 402° + 1262 + 441
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okreslona dla z € (0,3). Wéwczas
f'(x) = —42® — 422 — 802 + 126 = —2(x — 1)(z + 7)(2z + 9).

Zauwazmy teraz, ze jesli z € (0,1), to f'(x) < 0 oraz jesli x € (1,3), to f'(x) > 0. Stad
wynika, ze w przedziale (0, 1) funkcja f jest rosnaca i w przedziale (1,3) funkcja f jest
malejaca. Zatem w przedziale (0,3) funkcja f przyjmuje najwieksza warto$¢ w punkcie
x = 1; inaczej moéwiac, jesli x € (0,3), to f(z) < f(1). Korzystamy teraz z nastepujacej
wlasnosci pierwiastkéw: jesli 0 < a < b, to a < Vb, 7 tej wlasnosci wynika, ze dla
dowolnej liczby x € (0,3) prawdziwa jest nieréwnosé

Papep =/ f(2) < Vf(1) = V82-4.2 =16V2.

Ponadto, jesli z = 1, to Pagcp = 16v/2. To znaczy, ze najwicksze pole ma trapez
ABCD, w ktérym AB =9 i to najwieksze pole jest réwne Papcp = 161/2.

Rozwiagzanie. Sposéb II. Rozwazamy trapez ABC D, w ktérym krotsza podstawa C'D
ma dlugos¢ 7 oraz ramiona AD i BC maja dlugosé¢ 3. Naszym celem jest znalezienie
takiej dtugosci dtuzszej podstawy AB, dla ktorej pole trapezu ABCD jest najwieksze.
Niech punkty E i F' beda odpowiednio rzutami wierzchotkéw D i C' na podstawe AB.
Oczywiscie odcinki AE i F'B maja te¢ sama dlugosé. Przyjmijmy AF = EF = x.
Ponadto EF = C'D = 7. Niech wreszcie a = £ BAD. Oczywiscie a € (0, %).

D C

(e
A T F F = B

Pole trapezu ABC'D jest rowne

A
B;(JD_DE: (2m—|—27)—|—7

= (7T+3cosa) - 3sina = 3(7 + 3cosa) sin a.

Papcep = ch=(x+T7)-h=

Rozwazmy nastepujaca funkcje zmiennej rzeczywistej x:
f(z) = (74 3cosz)sinx
okredlong dla x € (0, ). Wowczas

f'(x) = —3sin®z + (7 +3cosz)cosz = —3(1 — cos®>x) + Tcosx + 3cos’ & =
=6cos’z + Tcosx — 3 = (3cosx — 1)(2cosx + 3).

Oczywiscie w rozwazanym przedziale mamy 2cosz + 3 > 0. Zatem f'(z) = 0 wtedy
i tylko wtedy, gdy cosz = 3. Niech z¢ oznacza liczbe z przedziatu (0, ), dla ktére;]
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cosxg = % Nietrudno wtedy stwierdzié¢, ze w przedziale (0,x¢) funkcja f jest rosnaca,
a w przedziale (g, 5) jest malejaca. Teraz juz latwo obliczamy dlugos¢ podstawy AB,
dla ktérej pole trapezu jest najwieksze:

1
AB:7+2x:7+6cos.r0:7—|—6‘§:9.

Wreszcie obliczamy pole. Zauwazmy najpierw, ze

1 8

.2 2
-1 S
sin” xq cos” xg 9= 9

Stad sinxy = %5, skad wynika, ze h = 3sinzy = 2v/2. Zatem
9+7
Papcp = %'h=8-2ﬂ216\/§.

Rozwigzanie. Sposéb III. Rozwazamy trapez réwnoramienny ABCD, w ktérym
krétsza podstawa C'D ma dlugosé 7, a ramiona AD i BC maja diugo$¢ 3. Naszym
celem jest znalezienie takiej dlugosci dtuzszej podstawy AB, dla ktorej pole trapezu
ABCD jest najwieksze. Niech punkty F i F' beda odpowiednio rzutami wierzchotkow
D i C na podstawe AB. Oczywiscie odcinki AE i F'B maja te sama dlugos¢. Przyjmijmy
AE = EF = z. Oczywiscie z € (0,3). Ponadto EF = CD = 7.

D C

A T E F x B

Tak jak w sposobie I obliczamy pole trapezu ABCD:

P=(x+7V9I—22=\/(z+7)2(x+3)3—=z).

W tym sposobie rozwigzania chcemy zastosowaé¢ nieréwnos¢ miedzy Srednig geome-
tryczng i arytmetyczna, podobnie jak to miato miejsce w sposobie Il rozwiazania zada-
nia 18. Jednak tym razem rozwiazanie wymaga nowego pomystu. Popatrzmy bowiem,
co si¢ stanie, gdy przeniesiemy dostownie pomyst z rozwiazania zadania 18. Wybierzmy
nastepujace cztery liczby rzeczywiste:

a1 =ay=x+7, az=x+3 oraz aq4 =9 — 3.

Oczywiscie dla z z przedzialu (0,3) te liczby sa dodatnie. Wéwcezas pole trapezu jest

rowne
p a1a9a304 1
=4/ ——— = — - \/ajasasaa.
V 3 V3
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Z nieréwnosci miedzy $rednia arytmetyczna i geometryczng dla czterech liczb dodatnich
dostajemy nieréwnos¢:

a1 +as+as+a 2-(x+7)+(x+3)+(9—3x 26 13
Yarapasar < B 24 stas 2 ) (4 )+ ( ):ZZT'

Tak jak poprzednio:
169
aia2a3a4 < W

czyli
1 169 1693
P = — < =
\/§ v/ a1a20304 > 4\/§ 12

Okazuje sie jednak, ze otrzymalidémy tylko ograniczenie gérne na pole trapezu. Miano-
wicie w nierownosci miedzy Srednimi tym razem nie moze mie¢ miejsca rownosé. Jest
tak dlatego, ze dla zadnego x nie zachodzi réwnosé

~ 24,39.

a1 = a2 = asz = a4,

czyli
r+7=x+3=9-—3z.

Zadanie wymaga wiec innego pomystu. Wybieramy mianowicie nastepujace liczby rze-
czywiste:
a1 =ay=x+7, az3=2xr+6 oraz aq4 =12 —4zx.

p— a1a2a3a4'
V 8

Z niero6wnosci miedzy $rednimi dostajemy

Wobwecezas

2. 7 2 6 12 -4 32
Yaraagay < WH2 oot 2@t DGO T2 B2y

Zatem
Vaiasasay < 82 = 64,
czyli

1 64
P = _8 cy/arasazay < ﬁ = 8V8 = 16V2 ~ 22.,63.

Roéwnosé tym razem ma miejsce dla takiego z, dla ktérego ay = as = ag = a4, czyli dla
x = 1. Rzeczywiscie mozemy sprawdzi¢, ze dla x = 1 mamy

Papep = (14+7)- /32— 12 =8/8 = 16V2.

Tak wiec najwieksze pole ma trapez ABCD, w ktorym AB = 9 i to pole jest rowne

16v/2.
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Uwaga. Powstaje naturalne pytanie, w jaki sposéb zostaly znalezione liczby aq, as,
as i ay W tym rozwiazaniu zadania 18a. W tej uwadze sprobuje wyjasni¢ te kwestie.
Przyjrzyjmy si¢ jeszcze raz rozwiazaniu zadania 18. Chcieliémy w nim znalez¢ najwigksza
wartos¢ wyrazenia

P(z) =+/(z +4)3(4 — ).

W tym celu wybraliSmy cztery liczby a1, a2, as i a4 tak, by iloczyn pod pierwiastkiem
w wyrazeniu P(z) réznil sie co najwyzej stala od iloczynu ajasasas wystepujacym pod
pierwiastkiem we wzorze na Srednig geometryczng. To byl pierwszy warunek. Aby go
speié¢, wystarczyto przyjac

a1 =as=a3=x+4 oraz a4 =4-—1x.

Wtedy jednak niewiadoma x wystapitaby takze we wzorze na Srednia arytmetyczna:

a; +az+az+aqs  2wx+16
4 4

Chcemy jednak, by $rednia arytmetyczna liczb aq, as, a3 i as pozwalata obliczyé¢ po-
szukiwana najwieksza warto$¢ wyrazenia P(z); w szczeg6lnosci, by nie zalezata od x.
Zatem zmieniliSmy nieco liczbe ay:

ag=3-(4—2x)=12— 3.

Teraz mamy

3 4 12 -3 24
Plz) = /a1a23a3a4 oraz a1+a21—a3—|—a4: (z + )Z( I)ZZ:&

Drugie wymaganie zostalo spelnione. Jest jednak jeszcze trzecie wymaganie. Chcemy,
by w nieréwnosci miedzy srednimi mogta mie¢ miejsce rownos¢. Pamietamy, ze rownosé
ma miejsce wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie liczby sa réwne, tzn. wtedy i tylko wtedy,
gdy

a1 — a2 — ag = aq.

To znaczy, ze chcemy, by dla pewnej wartosci zmiennej z miata miejsce réwnosé
r+4=a,=a9 =a3 =a4 =12 — 3x.
W zadaniu 18 ta réwnosé byla osiagana dla x = 2. Wowczas bowiem mielidmy:
r+4=24+4=6 oraz 12—3x=12-3-2=12—-6=06.

Jak widzieliSmy wyzej, w zadaniu 18a nie mozna bylo tak tatwo dobrac liczb a, a2, as
i as. Przypomnijmy, ze chcemy znalez¢ najwicksza warto$¢ wyrazenia

P(z) = /(z +7)*(z +3)(3 — z).
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Przyjmijmy zatem:
ay=ay=plx+7), az=q(x+3) oraz a4 =713 —1x)
dla odpowiednio dobranych liczb rzeczywistych p, ¢ i r. Woéwczas
aragazay = p*qr- (z + 7)%(x + 3)(3 — z),

a wiec iloczyn ajasasay rézni si¢ tylko stata od iloczynu znajdujacego si¢ pod pierwiast-
kiem w wyrazeniu P(z). Pierwsze wymaganie jest zatem spelnione. Drugie wymaganie
polegalo na tym, by we wzorze na Srednig arytmetyczna nie wystepowata zmienna x.
Popatrzmy zatem na te $rednia arytmetyczna:

ai+ay+az+ay  2p(x+T7)+qx+3)+r(3—x) (2p+q—r)r+14p+3q+3r

4 4 4
Drugie wymaganie zostanie spelnione, gdy przyjmiemy r = 2p + q. Zrébmy wiec tak.
Mamy zatem
ap=a2=p(x+7), azs=q(x+3) oraz as= (2p+q)(3 —x).
Musimy jeszcze spelni¢ wymaganie trzecie. Chcemy, by dla pewnej warto$ci = miata
miejsce rOWNos¢é
ap = a2 = az = aq,
czyli
plz+7) =qz+3)=2p+q)(3—2).

Rozwiazmy zatem réwnanie p(z + 7) = q(x + 3):

p(x+7) =q(z + 3),
pr + Tp = qx + 3q,
pr —qxr =3¢ = 7p,
(p— @)z =3q—Tp,
3¢ —Tp
r=—".
pP—q
Zauwazmy, ze musimy tak dobraé liczby p i ¢, by p # ¢. Gdyby bowiem p = ¢ (oraz
liczby p i g byly rézne od zera), to dla zadnego = nie otrzymalibySmy réwnosci

ap=plx+7) =q(x+3)=a+3.

Moglismy zatem podzieli¢ obie strony réwnania przez p — q. Teraz rozwiazmy réwnanie
plz+7)=Q2p+q(3— =)
plz+7) =02+ ¢ —x),
pxr + Tp = 6p — 2px + 3q — qz,
3px + qr = 3q — p,
Bp+q)z =3¢ —p,
_3q-p
x = .
3p+4q
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Bedziemy musieli tak dobraé¢ p i ¢, by liczby a4, as, as i ag4 byly dodatnie. Bedziemy
zatem szukaé¢ dodatnich liczb p i ¢q. Zatem bedziemy mieli 3p + ¢ # 0. Rozwiazali$émy
dwa réwnania. Ale liczba x w obu rownaniach musi by¢ taka sama. To daje nastepujacy
warunek, ktéry muszg spetniaé¢ liczby p i ¢:

3¢—Tp _3¢—p
p—q 3p+tq

Przeksztalémy to rownanie w sposéb réwnowazny:

(3¢ = Tp)(Bp+q) = (3¢ —p)(p — 9),
9Ipq + 3¢> — 21p° — Tpq = 3pq — 3¢° — p° + pg,
6q2 — 2pq — 20p2 =0,
3¢ — pq — 10p* = 0,
(3¢ +5p)(q¢ — 2p) = 0.

Poniewaz szukamy p i ¢ dodatnich, wiec 3q + 5p # 0. Zatem q — 2p = 0. Przyjmijmy
wiec

p=1 oraz q=2.

Wéwcezas r = 2p + g = 4 i otrzymamy nastepujace liczby a1, as, as i ay:
ap=a=x+7 a3=2x+3)=2x+6 oraz as =43 —1z) =12 —4x.

To sa doktadnie te liczby, ktore wzieliSmy w rozwiazaniu zadania 18a.

Zauwazmy takze, ze w zadaniu 18a nie da sie zastosowac twierdzenia izoperymetrycz-
nego Zenodora.

Rozwiazemy teraz zadanie 18a w postaci ogolnej.

Zadanie 18b. Okno na poddaszu ma mie¢ ksztalt trapezu rownoramiennego, ktérego
krétsza podstawa ma dlugo$é a i kazde z ramion ma dlugosé b (przy czym oczywiscie
a > 0ib > 0). Oblicz, jaka dlugo$¢ powinna mie¢ dtuzsza podstawa tego trapezu, aby do
pomieszczenia wpadalo przez to okno jak najwiecej swiatta, czyli aby pole powierzchni
okna byto najwieksze. Oblicz to pole.

Zobaczymy tym razem dwa sposoby rozwiazania tego zadania (rozwiazanie trygono-
metryczne jest dobrym ¢éwiczeniem dla Czytelnika). Zastanowimy sie takze nad tym,
dla jakich liczb catkowitych a i b zadanie bedzie miato rozwigzanie, w ktérym diuzsza
podstawa bedzie miata dtugos¢ wyrazajaca sie liczba wymierna. Zobaczymy 22 zestawy
takich danych.

Rozwigzanie. Sposéb 1. Rozwazamy trapez ABC D, w ktérym krotsza podstawa C'D
ma dlugo$¢ a oraz ramiona AD i BC' maja dlugos¢ b. Naszym celem jest znalezienie
takiej dtugosci dtuzszej podstawy AB, dla ktorej pole trapezu ABCD jest najwieksze.
Niech punkty E i F' beda odpowiednio rzutami wierzchotkéw D i C' na podstawe AB.
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Oczywiscie odcinki AE i F'B maja te samag dlugo$é. Przyjmijmy AF = EF = «x.
Ponadto EF = CD = a. Oczywiscie x € (0,b).

D C

A T E F T B

Pole trapezu ABC'D jest rowne

AB D 2
%.DE:%

=(x+a) V2 —22=(z4+a)\/(b+2)(b—2)=+/(x+a)2(x+b)b—x).

Papcp = +h=(rx+a)-h=

Rozwazmy nastepujaca funkcje zmiennej rzeczywistej x:
f(x) = (x4 a)*(x +b)(b—z) = —z* — 202> — (a® — b*)2? + 2ab*x + aV?
okreslona dla x € (0,b). Wowczas
f'(z) = —42® — 6ax”® — 2(a® — b*)x + 2ab* = —2(z + a)(22* + ax — b?).
Interesujace nas miejsce zerowe pochodnej jest dodatnim pierwiastkiem tréjmianu kwa-

dratowego 2x2 + ax — b?. ZnajdZzmy zatem ten pierwiastek. Obliczamy wyréznik tréj-
mianu

A = a? + 8b2.

Otrzymujemy pierwiastek dodatni:

—a+VA Va2 +82 —a
4 4 '

I =

Zauwazmy tez, ze drugi pierwiastek

—a—+VA _Va*+8h +a

:EQZ =

4 4

tego trojmianu jest ujemny. Mozna tez zauwazy¢, ze znaleziony pierwiastek xq lezy
wewnatrz przedziatu (0, b). Oczywiscie

Va2 +8b2 > Va? =a,
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wiec x1 > 0. Dowodzimy teraz, ze x1 < b. W tym celu przeksztalcamy w sposoéb row-
nowazny nieréwnosé

N

b
1 <o

Va2 + 8b% — a < 4b,
Va2 + 8b% < a + 4b,
a® 4 8b* < (a + 4b)?,
a® + 8b* < a® + 8ab + 14b,
0 < 8ab + 8b°.

Ostatnia nieréwnos¢ jest oczywiscie prawdziwa, co dowodzi, ze x1 < b. Popatrzmy teraz
na rozktad pochodnej na czynniki:

f(z) = =2(x+a)(z — 1) (T — 2).

Oczywiscie, jesli x € (0,z1), to f'(x) < 0 oraz jesli x € (x1,b), to f'(x) > 0. Stad
wynika, ze w przedziale (0, z1) funkcja f jest rosnaca i w przedziale (x1,b) funkcja f jest
malejaca. Zatem w przedziale (0,b) funkcja f przyjmuje najwieksza warto$é¢ w punkcie
x = x1; inaczej méwiac, jesli x € (0,b), to f(z) < f(x1). Korzystamy teraz ponownie
z nastepujacej wlasnosci pierwiastkéw: jesli 0 < z < y, to /& < \/y. Z tej wlasnosci
wynika, ze dla dowolnej liczby = € (0, b) prawdziwa jest nieréwnosé

Pagep =/ f(x) </ f(x1).

Ponadto, jesli = x1, to Papcp = v/ f(x1). To znaczy, ze najwigksze pole ma trapez
ABCD, w ktérym AB = 2x1 + a i to najwieksze pole jest réwne:

Papcep = (T1 +a)y/b? — 22 =

(\/a2+8b2—a+a> \/bz_a2+8b2—2a\/a2+8b2+a2

4 16

4 16
= 1—16 - (Va? + 8b% + 3a) - \/8b2 + 2av/a? + 82 — 2a2.

Przyjmijmy nowe oznaczenie:

_ Va? +8b% + 3a \/1662 —2a? — 8b? + 2ava? + 8b*

c =/ a? + 8b2.

Wéwezas

- 1
¢ v Y oraz Papep = 1o (Bat ) V8K + 2ac - 202,

Ir1 =
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Rozwigzanie. Sposé6b I1I. Rozwazamy trapez rownoramienny ABCD, w ktorym krét-
sza podstawa C'D ma dtugosé a, a ramiona AD i BC' majg dlugo$é b. Naszym celem
jest znalezienie takiej dtugosci dtuzszej podstawy AB, dla ktorej pole trapezu ABC D
jest najwigksze. Niech punkty F i F' beda odpowiednio rzutami wierzchotkow D i C
na podstawe AB. Oczywiscie odcinki AE i FFB maja te sama dlugo$¢. Przyjmijmy
AFE = EF = z. Oczywiscie x € (0,b). Ponadto EF = CD = a.

D c

A T E F T B

Tak jak w sposobie I obliczamy pole trapezu ABCD:

P(z) = (x4 a)V/b? — 22 = \/(z + a)2(z + b) (b — ).
W tym sposobie rozwigzania chcemy zastosowa¢ nieréwnos¢ miedzy Srednig geome-
trycznag i arytmetyczna, podobnie jak to mialo miejsce w sposobie III rozwiazania za-
dania 18a. Tak jak w zadaniu 18a rozwiazanie wymaga pomystu. Jesli bowiem a # b
i wybierzemy liczby rzeczywiste

a1 =ay=x+a, az3=x+b oraz ay = 3b— 3x,
to dla zadnego x nie zachodzi réwnosé

a1 = a2 = a3 = aq,

a wiec nie otrzymamy rownosci miedzy $rednia geometryczna i arytmetyczna. Bedziemy
musieli wybra¢ inne liczby aq, as, az i as. Tak jak w uwadze po rozwiazaniu zadania
18a, dobierzemy odpowiednie liczby rzeczywiste p, ¢ i r tak, by dla liczb:

ay =az =p(r+a), az=gq(x+0b) oraz ay=r(b—x)

nieréwnos$¢ miedzy Srednimi data wlasciwe oszacowanie pola trapezu. Najpierw zauwa-
zamy, ze

P(z) = /(z 4+ a)2(x + b)(b— z)

oraz
arazazas = p*qr - (v + a)?(z + b) (b — ),

[a1a20304
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Tak jak w uwadze po rozwiazaniu zadania 18a, przyjmijmy r = 2p + q. Wéwczas wzor
na $rednig arytmetyczng przyjmie postac:

a1 +aztaz+as  2p(xz+a)+qx+b)+2p+q)(b—x)
4 B 4 B
2ap +20p +2bq  ap +bp — bq

4 2

Mamy spelnione dwa wymagania sformutowane w uwadze po rozwiazaniu zadania 18a.
Hoczyn liczb ajazazay rézni sie stala od iloczynu pod pierwiastkiem we wzorze na P(x)
oraz $rednia arytmetyczna liczb aq, ag, ag i a4 nie zalezy od x. Teraz zajmiemy sie
trzecim wymaganiem, by dla pewnego  miala miejsce réwnosé

a1 — a2 — ag = aq.
Roé6wnosé a; = ag daje réwnanie:

p(z+a) = q(x+b).
Rozwiazujemy to réwnanie:

pr +ap = qz + by,

pr — qr = bg = ap,

(p — q)x = bg — ap,
bq — ap

p—q

Rownos¢ a1 = a4 daje réwnanie:
p(z+a)=(2p+q)(b— ).
Rozwiazujemy to réwnanie:

px + ap = 2bp — 2px + bq — qx,
3px + qx = 2bp + bq — ap,
(3p + q)z = 2bp + bg — ap,
2bp + bg — ap
T

Poniewaz oba réwnania maja daé¢ te sama wartos¢ niewiadomej x, wiec otrzymujemy
warunek, ktéry musza spetniac liczby p i ¢:

bg—ap  2bp+bg — ap
p—q 3p+q

NARODOWA STRATEGIA SPOINOSCI EGZAMINACYJNA FUNDUSZ SPOLECZNY P n®
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Przeksztalcamy otrzymane réwnanie w sposéb rownowazny:

(bg — ap)(3p + q) = (2bp + bq — ap)(p — q),
3bpg + bg® — 3ap® — apq = 2bp? — 2bpg + bpq — bg* — ap® + apq,
4bpq + 2bg* — 2ap® — 2apq — 2bp* =0,
bq*> + (2b — a)pq — (a + b)p* = 0.

Poniewaz, tak jak w uwadze po rozwiazaniu zadania 18a, poszukujemy dodatnich liczb

p i ¢, mozemy podzieli¢ obie strony réwnania przez p?, wprowadzajac nowa niewiadoma
_q.
=L
bt> + (2b — a)t — (a +b) = 0.

Obliczamy wyrdznik tréjmianu po lewej stronie réwnania:
A = (2b—a)? + 4b(a + b) = 4b* — dab + a* + 4ab + 4b* = a* + 8b*.
Przyjmijmy, ze A = ¢2, gdzie ¢ > 0. Zatem ¢ = VA = /a2 + 8b2. Wowczas

—(2b—qa) — —(2b —
Pl G ) Bl N C ) e

2b 2b

Oczywiscie t; < 0. Nietrudno pokazaé, ze to > 0. Przyjmijmy zatem
g=—(2b—a)+c=a+c—2b oraz p=2b.

Mamy zatem
a; =ay =2b(x +a), as=(a+c—2b)(x+Db)

as=2p+q)(b—z)=(a+ 20+ ¢c)(b— x).

Wéwezas mamy nieréwnosé

a1 +as + a3+ aq

Vajazazay < 1 )

czyli

V/A4b2(a + ¢ — 2b)(a + 20 + ¢)(z + a)2(z 4+ b) (b — z) <
< 4b(x +a) + (a+c—2b)(x +b) + (a +2b+ ¢)(b — z)
< 1 .

Upro$émy wyrazenia stojace po obu stronach nieréwnosci:

4b*(a+c—2b)(a+2b+c) = 4b% - ((a+¢)* — (2b)%) =
= 4b% - (a® + 2ac + 2 — 4b?) =
= 4b* - (a* + 2ac + a® + 8b* — 4b?) =
= 4b%(2a* + 2ac + 4b%) = 8b*(a® + ac + 2b%)

NARODOWA STRATEGIA SPOINOSCI EGZAMINACYJNA FUNDUSZ SPOLECZNY
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oraz

4b(x +a)+ (a+c—2b)(x+b)+(a+2b+c)(b—x) =
= 4bx + 4ab + ax + ab + cx + be — 2bx — 2b% + ab — ax + 2% — 2bx + be — cx =
= 6ab + 2bc.

Nieréwno$¢ miedzy $rednimi przybiera zatem postac

b+ 2b
Y80 (@@ +ac+ 200 (@ + a2 (@ + D) (b—2) < “T*C
czyli
b(3
V/8b2(a2 + ac + 202)(x + a)2(z + b) (b — x) < w.
Podniesmy obie strony nieréwnosci do kwadratu:
62 2
V/8b2(a2 + ac + 202)(x + a)2(z + b)(b— x) < (3a4+ °) ,
czyli
b(3a + ¢)?
z+a)(z+b)(b—2x) < )
\/( A I ) 8v/2a2 + 2ac + 4b2
Zatem

2
Pl) < b(3a + c) 7
8v/2a2 + 2ac + 4b2

przy czym réownos$é ma miejsce dla

. bg—ap blc—2b—a)—2ab bla+c—2b—2a) b(c—a—2b)

p—q  2b—(a+c—2b) 4b—a—c - db-a-—c
bc—a—2b)(4b—a+c) b(4bc — ac+ ¢ — 4ab + a® — ac — 8b* + 2ab — 2bc)
- (4b—a—c)(4b—a+c) - (4b — a)? — 2 -
b(2bc — 2ac + ¢ — 2ab+ a? — 8b?)  b(2bc — 2ac + a® + 8b% — 2ab + a? — 8b?)
T 1662 —Sab+ a2 — (aZ +8b2) 8b2 — 8ab -
b(2bc — 2ac + 2a® — 2ab)  2b(bc —ac+a®* —ab) (b—a)(cta) c—a
- 8b(b — a) - 8b(b — a) T 4b-a) 4

Zatem najwigksza warto$¢ wyrazenia P(x) jest rowna

b(3a + c)?
8v/2a2 + 2ac + 4b2°

Otrzymalidémy inna postaé¢ tego wyrazenia niz w sposobie 1. Mozna jednak dosé¢ tatwo
przekonaé sie (szczegodly obliczen pozostawie jako éwiczenie), ze

b(3a + c)?

1
— - (3a+c) - V8?2 4+ 2ac — 2a? = .
( ) \/ 8v/2a2 + 2ac + 4b2

16
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Tak jak w poprzednim zadaniu interesujace jest to, w jaki sposéb mozna dobra¢ dane
do tego zadania, by otrzymac¢ wyniki wymierne. Chodzi zatem o taki wybor licz a i b,
by wyréznik A = a? + 8b? byl kwadratem liczby calkowitej. Réwnanie

a® + 8b% = (2
ma do$¢ proste rozwiazanie. Nie bede jednak go tu przytaczat. Podam tylko tabele trojek

(a, b, ¢) liczb catkowitych dodatnich spekiajacych to réwnanie. Podaje tylko takie tréjki,
w ktérych NWD(a,b) =1 oraz 1 < a,b < 50. Oto ta tabela:

a b c
1 1 3
1 6 17
1 35 99
7 2 9
7 3 11
7 15 43
7 20 57
17 3 19
17 10 33
17 28 81
23 5 27
23 12 41
23 42 121
31 4 33
31 21 67
31 45 131
41 14 57
41 15 59
47 7 51
47 30 97
49 5 51
49 36 113
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